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2 2xfx v t a t x= × - × ® = × - @ �

*���������	�	��
�����������������������������	����� �����������
� 50 m 293 mh x= + @ �
�
�
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�����������������44�G�H�������"����E����� � ���
�����
�������A4�G�H�������+����!��	������� � ���
������(������
��G����������	��������8���
�����
 ��L����E�����+����
���������
���������������
�	���������
�	
�	���� � ���������������
��
��L����"�����E��

�
J��

������	������
����	�
��&@������

�
��������# � ��#%����# 0����������������	�����������������������������		��� �����������������������	��������������
�������������������0�G���(���
����
���� ?� ���� ?0�	��
������������		����	�
��&���������������������� �������������

� 1 3
1 2 3 1 33000 m  4 3000

2
x x

x x

v v
S S S v t v t

+
+ + = ® × + × + × = �

� 65.5 st = �
������������"E���	�����
�-��

� 1 1.819 kmxAB v t= × @ �

�
�
�
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>
	�������	������������������������"��L���� 
�������������
��������������������
��������������� ��%4�
G�H��� ����� ���� ������ "�� (�� ���� �����	���� �

�	����� �� ��� ���� ����� ���A��H� %� ����	� ��� ���
���� ���� ��?�����
��������
	�� ������ ��� �/4�G�H���L��
�� ��� ����������� 
�	
�	���� ���� ������
�� �� ����� ������"���� ���� ������ ���
L��
�����������G�������
����

�
�
J��

������	������
����	�
��&���������		�������
�	� �����		��������

�
(	�������� 4����	���������
���
���������	��������%�����
(	� ������ � � � ��� 
�	
�	�� ������������ 
��� ��� ������� �������� ��� �� ���� 	��

�	��������� ��� ��������� 
���������
(���
����
��� � ���	���

�	�����������
���� ?� �	����	�
��&������������������
�	����		���������	�� ����� � � ���	���

� 1 6.94 sxmv
t

a
= @ �

'��������������	����
�����? � ���? � �������������������������������������������������	� �������
1����	������ ���� ��	�� ��
����� ���������� �	� ��	���� �� 	� ������ �%� ��
�������� �� 
���	������ �	� ����������������
(���
��
���� ?��	����	�
��&���		��������������

�
( )1 2

22
1 2

2
18.4 s1

2

a xa

m xm

x v t t
t

x at v t

� = + +
�

® @�
= + ×��

�

(	�������������������
���	�������������������� �� ���"���������

� ( )1 22 911 mxas v t t= + + @ �

�
�
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J���������	�������"����+,�J�L������J�� �������������
����0/4�����������
����������������������
�����������������%%�G�H���"� ����������
��������
�

�	��������������
�	���������������
������������� ��������4�%/������
��������������������������������������	������������
�
J��

������	������
����	�
��&@��������	�������		��� 
��������

�
�

�

���������		������������ 4������
����
���� ?�	����	�
��&���������� �����	���

� 0 2.49 s
0.25

xv
t

g
= @

×
�

���������������#���������������		���
�������������� ��	�������	���

�
( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0

2 2

1 1
0.25 0.25

2 2
1 1

350 0.25 9.81 2.49 0.25 9.81 2.49 54.78 s
2 2

x

x

S g t v t g t

v t t

= × × + × + × ×

= × × + × + × × ® =
�

���
����������	�����������������������������������
� 02 59.8 stott t t= + @ �

�
�
�
�
�
�
�
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���� ������ ����������� ���� ��������� �	��� ��/� ��� � �� ����� ��� ������ ��	���� �����
�	������ ������ 	��	��� � � ����
��
��������2��#���	�����������	�����
����	��������� ������������������������������
����	������������	�� �����������
����������	�������

�
�
�J��

������	������
����	�
��&@��������	�������	��� �������������

�
(���
������
���� ?" ���� ?E�	����	�
��&���	���������	����������
�������������� ��������������
����������������	�
������������������������������		������������
���	������ � � ��		�� ��������� ���/� ���� ����
���� 
��� � � �	� ������ �������� �	� ���	�� �	� ����� ������� ��� ������ ��	� �������
��
�����������	���

�   6 m/s
2

xA xB
xA xB

v v
S t v v

+
= × ® + = � � � � � � �A�5��

*��
� � �	� ����� �� ������������ ��
�	������� 
��� ��
�	� �������� ����� �� � �� ���� � ?" � �� � ?E� ������� 	�� ���������
��	��������
�   4.905   m/sxB xA xA xBv v g t v v= - × ® - = � � � � � �A�F��

�
#�����������	���A�F����		���A�5�������������������� �
� 5.45  m/s          0.55  m/sxA xBv v@ @ �

���	���������������������	������������������������� 	��������	���

�
2

max 1.54 cm
2

xBv
h

g
= @ �

�
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�����
��������	������ ������������
����
�����	�
��&�������	����		����1��� �����������
�����������������	�����%���������
���	������������� �������H5��������������������	��	�
���������������
 ��������	��

������ ����� ��� �������� ��� ����� 
���	��������� �	���� 
��� ��� ���
�������� ���������	�� �� ��������� ��	�
�������	����		�����������%��������
�������������	�� ��������	���
��������.���������	���	������
��K�
M�������������������
���	����������	����
��	������� ������������	����	�����������	�
��&�
�����������		� ��������
������������
�����
�
J��

������	������
����	�
��&@��������	������������ 		������������

�
+������������	�����
������		�������������	��������� ��������������

�	������������
����
��� � �	��	��������		��
������������
���� ?"� ��� ?E�	����	�
��&���		��������������
������������������� �������������	���������������������	�
�������	����		������������������

� 0

0

 10.21  m/s2
xA xB

xB

xB xA

v v
t h

v
v v g t

+�
× =�

® @�
� - = ×�

�

�����	�
��&������������
����	����
����������	���

� 1
max 20.02  m/s

2x xB

t
v v g= + @ �

(��
������	�
�����	��	������M���
������������������ �		���������������	�
��&�� ��? ���	���

�
2
max 20.43 m
2
v

H
g

= @ �

�
�
���� ���(��(�
"������
	���������	����������������� � @�?���L��������

�	��������� ?�L��
����
�������	�����	>���� �� ������L�����
������������������������	����������������(��������	 �
��>�������������
	����� � �3�84�������4�8��H�����������������
��	�
��>���� � �3��%4�����
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���� ��

�	��������@������������������������	����������� ������
�����	������������		����	�
��&���	������������		��� �����		��
������������

�
(��������

� xxs a x@ × D����������#�� 0xD ® ��	�
���������� 2 1
x

v v
a

t
-

=
D

�

!��
��������������������������������

� ( )2 1 2 1
2 1x xx

v v v v
S x v t v v v

t t
- -

= × D = × × D = - ×
D D

�

*��
� � 0xD ® ��	�
���������� 2 1

2
x

v v
v

+
= �������
���� ( )2 2

2 1

1
2xS v v= - �

#��������������	������	���	���������#?������������� �����	��������������	������	��������"E������������� �

� ( )2 21
2AB B AS v v= - ��

J������������������		������	���
������������������� ����

� ( ) ( )2 2 2 2
120 40 120 120

1 1
3 0.08 0.4 0.8 m/s

2 2x x x xa x v v v v× D = - ® × = - ® = �

�
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!����4�/���
�����	�������
�		�������������������4�6 /����(�������

� 2 2
1

1 1
6 0.5 0.75 m

2 2
s at= = × =

������������������������������	����������	���
����� ���������	��

� ( ) ( )2 1 0.5         0.5 1s t s v t t= + × - £ £

��������
�		�������������������	�����������		������ ?��������

� 2 1 0.5 0.917 s
s s

t
v
-

= + @

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

%0�

'���

�������������	������
������������� @�������

!����4�/���
�����	�������
�		�������������������4�6 /����(������� �

6 0.5 0.75 m�

������������������������������	����������	���
����� ���������	�� �

0.5         0.5 1s t s v t t= + × - £ £ �

��������
�		�������������������	�����������		������ ?�������� 2 2 ms = ��������	��������

0.5 0.917 s�

�

��������	�������� � ���������
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 �����������
	���	���������������	������
�������	��� ��	>�L������������	�
������ � ������%4��H�������
��	���������
������������� � �3�04�������������������

�	����������������������
 	��L���� �� 3��/����������L�
��������������
	�����������
��������04@������	�
��� ����
��

�
��� ��	�
��&� ��� ��������� ��		�� ������������ ��� ����
� ��� 
�� 0v �� fs ���������������� 	�� ��	�
��&� ������	�� �� 	��

����������������	���04�������	���

� ( ) 0
0

f

vds
v s v s

dt s
º = - � � � � � � � � �A��4��

(	��������		�������
�		���������������������		����� ���������������������������	� � ��

� 0
0

f

v
s s v

s
= - +�� � � � � � � � � � � �A�����

���
�����	�������������	����	���

� 0expf
f

v
s s k t

s

� �
= - × -� �� �

	 

�

*��
� ����� � �3�4������������� � �3�4���������������
�������	���	������		��
�������� � ��#������

� 0
    expf f f

f

v
k s s s s t

s

� �
= - ® = - × -� �� �

	 

�

��������������� fs s= ������-�
������������������������������������������ ���������O�

�
!�		���A��4�����������������������	���������������� ��	���������������		��

�	����������

� ( ) 0

f

vdv ds
a t

dt s dt
= = - � � � � � � � � �A��%��

#�����������	���A��4����		���A��%�������������	���� �����������		��

�	�����������������������		������� ��������

� ( ) 0 0
0

f f

v v
a s v s

s s

� �
= - -� �� �

	 

�

(��
��������������������������������� 15 ms = �����������

�	�����������������

� 220 20 20
20 15  m/s

30 30 3
a � �= - - = -� �

	 

�

���������������������������������������� �������������������
� �+��� s�� ��� s� ������������
��������������������	�������������
��� ����	����������������������������	����������		��

���������������
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�
dv dv ds dv

a v
dt ds dt ds

= = = × �

�
20 20 20

20 15  m/s
30 30 3

a � �= - - × = -� �
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�������������� ��� ���� ���������� � � �� 3� �/� ��� ��� ��-� ������������ ������������� ��	�
�������������
������������������������� �

�

�

220 20 20
20 15  m/s

30 30 3
= - - × = - �

�
�� 3� �/� ��� ��� ��-� ������������ ������������� ��	�
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��������� ��������	�� ��		�� �� �������� 
�������
��� ��� ����������&� ��� ����� ��2� 
��� ����
��������� ��	� ����� ��� ���� ����������� 	�� ��	�
��&� �� 	 ��

�	���������� 
���� ��������� ���� ���

�����
��
���������������		��������������������
�

)��  ���!���"��#�����""��������
����
(	� �������� ���������� � �� ��
��� ��	� ����� ������� 	�
�	����� ��� ������ �������� � �		��������� ��� ��� �������� ���
�������������
� x y= +r i j � � � � � � � � � �6������

����?���>������	��
������������	�
������ �
�����)������ � � � � � �

�
����������������������	��������

��������	�
������� 

�������������������������	������������������	���� �����
���
��������������������
�

���������������������
�����	�����	����������������� ����		��������		����������� f it t tD = - ���	�������������������

�����������������������������������	������� ft �� it �

�����)������

�
� ( ) ( ) ( ) ( )f i f f i i f i f ix y x y x x y yD = - = + - - = - + -r r r i j i j i j � � � �6���%��

�
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*������� ( )f ix x xD = - ��� ( )f iy y yD = - ������������

� x yD = D + Dr i j � �

�
!���"��#�
��� 
�������� ����� � v ��� ��� 
����� ��		��������		�� ��� ������ tD �� ����� �	� ��������� ���� 	�� ������������ ��
	��������		�������������������

� x y

x y
v v

t t t
D D D

= = + = +
D D D
r

v i j i j � � � � � � � �6���0��

!�		���6���0����������������
����
����
���	�������� ������		����	�
��&���������	������������ Dr 
�����		��������
���B����6����%��
�
��� 
������������������ ���	���	����������������
�����	�	��������
��������� 	����	�
��&��������������	��������		�����
������
�������������������������*���������������

�
0 0

lim lim
t t tD ® D ®

D
= =

D
r

v v � � � � � � � � �6���8��

��� �B���� 6���� 0� ������� ������� ���������� �	� 	������ � ����� �������� ��	� ������ 
��� 	�� ��	�
��&� $�� ��� ���	������
������ ��		�� ������������ ��� ��� 
�������� �������� ���� 		�	������� �		�� ������ ����������		�� ������������ ��� ���� �����
����	�����	���������	�������
�����)������

�
(	� ���������� �	� 	������ ��		�� �6���8�� ��-� ������� ��� ��	���� ����������� Dr �������� 	�� ���� 
�����������#�� ���
����������



%5�

�

�
0 0 0

lim lim lim x yt t t

x y x y
v v

t t t tD ® D ® D ®

D D D D� � � � � �= + = + = +� � � � � �D D D D	 
 	 
 	 

v i j i j i j � � � �6���/�� �

�����	�
��&��
�	���������������	�����	����	�������� ���	�
��&����	���

� 2 2
x yv v v= + � � � � � � � � � �6���A��

�
��� ���������� ��� 
��� ��� ������ �	� 
������ ��� ��� ������ �� ���	������� �� ������������ ��		�����	��P� 
������� � � ���� �	�
����������	�
��&���	������?��
�����)������

�
���
������������		����	�
��&��������������

� cos         sinx yv v v vq q= = � � � � � � � �6���6��

�
�

""��������
��
�� ��������
���� ������ � a ������
������������������		����������� tD ��

� yx
x y

vv
a a

dt t t

DDD
= = + = +

D D
v

a i j i j � � � � � � �6���5��

���

�	��������� �� ��������� 
���� �	� 	������ �� 
��� ��� ��� 	��

�	��������� ������ ������� 	��������		�� ��� ��� ���
��������������

�
0 0

lim lim
t t tD ® D ®

D
= =

D
v

a a � � � � � � � � �6���F��

J���������������	���6���/�����6���5���������

�
0 0 0

lim lim limyx x x
x yt t t

vv v v
a a

t t t tD ® D ® D ®

D� �D D D� � � �= + = + = +� � � � � �D D D D	 
 	 
	 

a i j i j i j � � � �6����4��

��� ������� ��������� �		������ �����
������� �	� ������� ��� �	� 	������ ��		�� �6���F��� ��	� �������� ��� ���� �� �
 �� �	��

�������		������������������������������2�
��������� ��������������� it ��������������������������������� ft �� it

�)�����������	�	������ fv �������� iv ����

�����
� ���������	��������	�
��&������������� 
��������	�
�������


��� v ��

���������������������������������������� �������������������
� �������	��P��������������������	��������� i ��������������������������������������������������	 ��������� v �



%F�

�

�����)����&�

�
���

�	��������� a �����������
��� Dv �����������������������
��������������������������� ������	�������
����������		���������������������������������	���
�����)����(�

�



04�

�

,�		��B����6����A� fv �������������������	������ iv ���	�����	����		����	�
��&�����������������(������� ��
����

||Dv ��� �	� ��������� ������ ��� v ��� a ��� ���� 
���������� ��������� ��		�� ���������� ��� v �� a �� ��������

���
�������� ����		��������������� v ���

#���	�����	����		����	�
��&�������
�������
�������� � || 0D =v ��� a �����������
��������������		�	���� v ��

(����������	�����	����		����	�
��&�������
��������� ����
��� ||Dv ������������������� v ����� a �������


���������������������		��������������� v ��
��� B����6����6 ��������	�������
�	����	�����������	����	�
��&���	� �

�	���������������
�����
������
���������
�������������������
�����)����)�

�
(�������	�����	����		����	�
��&���	�
�������������� ���������������	�����	�� f �
������������ v ��� a ���������

���F4Q��(���
���	�����	����		����	�
��&���
�������� ������� 90f = ° �� v ��� a �������������
�	�����

(����������
���	�����	����		����	�
��&������������� ������������ f ��������������F4Q��

�
)��  ���������� ��
��"�
��""��������
��"����
��/�������� ����� ����������

(	�������
������������	�
��&� v ��-����������������
���������������
��������������	 ������������	����
�����
�����������
�������B����6����8��#���������������

� x y x yv v= + = +v v v i j � � � � � � � � �6�%����

(	�������
�����������������	�������������
��������� ����������������	�������������	���
;��������
��������	��

�	�������������������������� ��	���A���������������

� ( ) ( )0 0x x y yv a t v a t= + + +v i j � � � � � � � �6�%�%��

"�
����	������������������� r ��-���������
���������������������������������	���� 
����������������
����
��		�� B����6����� ��#���������������

� x y x y= + = × + ×r r r i j �� � � � � � � � �6�%�0��

;��������
��������	��

�	�������������������������� ��	���A�8���������

�

2
0 0

2
0 0

1
2
1
2

x x

y y

x x v t a t

y y v t a t

� = + +��
�
� = + +
��

� � � � � � � � �6�%�8��

�
�

�



0��

�

������������ ����������
+�������������	��������������������	��
���������	�� 
�����
���������	�
��&�������	�� 0v ����������������	�� 0q


����	������������������		��������		����
������
����)������

�
+����������� ����
���
�	�� 	�� ����������� ��		������ �	 � ����� ��-� ��������� ������� �
�������� ��� ��� �����
���������	��� ������ ��� �

�	��������� �� 
��� ��	�
��&� 0 0cosv q �� �� ��� ��� ����� �����
�	��� 
��� ��	�
��&� ������	���

0 0sinv q ��������������������

�	��������� ya ������� g- ×j �� � �����	���		��

�	������������������&�F�5��H� %������


������������		����	�
��&����������������	��������� ��������������	������������������������

� 0 0 0 0cos         sinx yv v v v gtq q= = - � � � � � � �6�%�/��

#�����������	���6�%�/����		���6�%�8���������	���
�� ������

���
���
������	�����������	���������������� ��������
���
	������������������	����	���������	��������������

�
( )

( )

0 0

2
0 0

cos

1
sin

2

x v t

y v t gt

q

q

� =
�
�

= -��

� � � � � � � �6�%�A��

!��
�����	����������	���������������

� ( )
( )

2
0 2

0 0

tan
2 cos

g
y x x

v
q

q
= - �� � � � � � �6�%�6��

��� �6�%�6�� ����
�� 
��� 	�� ������������ ��	� ����� ��� �� � ��������	��� ����
������� 	�� ����������� ��		������� � � ����
����
�	����������������	����������
�������������
�	 ����
��
����&�����	����������	�
������� B���6�%��%��

#��� 2y ax bx= + �	����������������������
�	���������������
�	������ �����������	������������	������
��:����


������������������

�
2

;
2 4
b b

V
a a

� �
- -� �

	 

�� � � � � � � � �6�%�5��

���	������ �������� � � � ��	� ��������	�� 
����������� �		���� �		�� ��������� �� 	� �����
��� ������� 	�� �������� � � �	��
��������� ���������	�� ���
����� ��	� ��������	�� ���� �	 � ������ ��� 	��
��� �� �	� ������ ��� 
���� ��	� ����� ���
�� �������
������������ 0y = ��������������������������	����������		���
�������	 ������
���

*�������		���6�%�5���

�
( ) 02

0 0

     tan
2 cos

g
a b

v
q

q
= - = �



0%�

�

����)������

�

�
���	�������������� � � ���	���������� �� ��	����������������������

�
( )2

0 0sin

2m

v
h

g

q
= � � � � � � � � �6�%�F��

�
( ) ( )2 2

0 0 0 0 0
2 sin cos sin 2v v

R
g g

q q q
= = � � � � � � �6�%��4��

!�		�� �6�%�F�� �� �6�%��4�� �� ���������� ��
����
���� 
� ��� �� �����&� ��� ��	�
��&� ������	��� 	��	������ ������� � �� 	��
����������������������������������
���������������� �����	�� 0q ��������������������������F4���8/Q��

�
����6�%�F�����6�%��4�����
������������
���������	�� �������������	����	������		������������������
�	�
� ����������
������������
����������	�
��
��������������
������� 
����
,�	�������������������	��������	���������	��������� 
���������������
�	����		����	�
��&��������������(	 �������
�����������������		������	����	�
��&���	���

� 0 0sin
m

v
t

g
q

= � � � � � � � � � �6�%�����

#�����������	���6�%�������		����
�������		���6�%�A� ������������	���������������		��	������������������ ��������	�
��������	����

�
( )2

0 0sin

2m

v
h

g

q
= � � � � � � � � �6�%��%���

*�������	�
��
���������������������������	��������� �����������������		���
����� x ���
��������������������
������������� 2 mt t= ��

#����������������������		����������		���6�%�A���	�� �	���� 2 mt t= ������������	���	������		���������� � ���



00�

�

�
( ) ( )2 2

0 0 0 0 0
2 sin cos sin 2v v

R
g g

q q q
= = � � � � � � �6�%��0��� �

����)������

�
�

)��  � ��������"��"�������
�������
(	������
��
�	�������	������������������
���������� ��	���������
��
�����������
(	�����	����		�����	�
��&�����	���� ������ w ���	��������������	�����	��<��������=�������������� �� �
������������	�
������������������
����������	�������������
����)������

�
�

�
t
q

w
D

=
D

� � � � � � � � � �6�0��� �

(	�����	����		����	�
��&�����	��������������� w ��������������������		�� 0)����1 �������	���
��������

�����������
�������	��������		�����������
������������



08�

�

�
0

lim
t t

q
w

D ®

D
=

D
� � � � � � � � � �6�0�%���

R� �����
�	�� ���������� ���� 	�� ��	�
��&� ����	����� ��
 ��� ���� ���������� ��� ��� ������� 
���������	�� ������� 	 ��

�����������
��� ��� ��� �������� �B���6�0�� �� 
���+���� ���������� ��� �
��	��� ���		�� ��		S����� ��� ���������� � �������
���		�������	���	�����������������������������	���� �������������������	S�����������������������������	 ���������

��������������������������������������	����		����� �����������
!�������� �	� ��������T�� � �	� �������� ��	�
��&� ��� ��� � ����� ���
�������� ���� ������������ 
��
�	���� ��� ����� �� � � � 
���
��	�
��&�����	���� � ���������
������������
����������	����������������	� �����������������	���
� = ´v � r � � � � � � � � � �6�0�0��
'��	�����	�������	����	�
��&�������
����	��������� �����	���������  � ���������	������������	�����	���

� sinv rf w= × = ×� r � � � � � � � � �6�0�8��

����)������

�
1�� 
����� ��� ������ ��
����� ��� ����� 
��
�	���� ���!���� � ��� ���
����� ���� 
��
���������� 
��� ��	�
��&�
����	����
����������������		��������	�
��&�����	��� ��������
!�		���6�0�8���������
��
���������
���������������� 
�������������
��
�	��������������	� ������ ���	���������
��	�
��&�������������
����������	��������
�
"������������!�����������������������������!�����
,�		�� �6�0�0�� �

����� ��������� 	�� ��	�
��&� ��� ��� �� ����� 
��� ��� ������ ��� ����� 
��
�	����� 
���� �	� ������ ���
��������	�� ���� �	� ��������  � �� �	� �������� ���������� � � ������� �	� �������� 
��� ��	� 
������ $� ��		�� ��������� ���

��������� �	� ������ �������� ,�	� �������� ������������ � �	� �������� ��	�
��&� 
���� ����	����� ��� ��� ��������� � �	�
	��������

+����������������		��B���0��0����������
����
��� fr ��� ir �������������������������������������		��������� ft �� it ��	��

��	�
��&�����������������������

�����
���	���6���0 ���
�����

�
t

D
=

D
r

v �

+����������������������		�������������������������
 �����������������	�	��������������������	���	�����	 ����	�
��&�
������������



0/�

�

�
0 0

r
lim           lim  
t t

v
t tD ® D ®

D D
= =

D D
r

v � � � � � � � �6�0�/��

����)������

�
,�		���6�0�/������
� � tD �����������������	�
����
����������	���
��"E�
���	� �
�����������������
����

� �0     t AB AB r r qD ® � = ® D = × D � � � � � � �6�0�A��

#�����������	���6�0�A����		���6�0�/���������������� �����

�
0

lim
t

v r r
t
q

w
D ®

D
= = ×

D
� � � � � � � � �6�0�6��

$���
��������
�����
��� sD 	���
��
���������������		��
����� rD ���

�
0 0

lim lim
t t

s s
v r

r t tD ® D ®

D D
= =

× D D
� � � � � � � �6�0�5��

'

�� ��������� 
���� ���
� � �	� �������� v ����� ������� ��������
�	���� �	� �������� �����	�� ��� �� �������� � � �� �	�
��������T����������������
��������	���6�0�0������	� ���������������������
�����
�
#�������
���������������������������!�����
(�� ���
������� �

����� ���
�	���� 
��� 	��

�	�������� � ��� ��� ������ 
��� ���
����� ���� ������������ 
����� ��
������� �������� ������ 	�� 
��
����&� ��		�� ����������� � �� 
���� ��� �	� ����	�� ��		�� ��	�
��&� �� 
��������� a ��
��������
�	������ v �B����6����6��
��������������B���0��0��		�������
�� ���������������	�	�������
����
�-������������
�����
�	������	�
���������������
��
�	������������� �
#��
�	������������������������		��

�	������������� ������������	���������
��������� � �������������������������
�	�����	���
#������������������	���
����

�
0

lim
t

v
a

tD ®

D
=

D
� � � � � � � � � �6�0�F��

#��
��������������������
�	�������������
��
�	����� �����������		��B���0��0����������������������

�      f i f ir r R v v v= = = = �

�������������	������	���������������������������B�� �0��0�������������

���������������������������������������� �������������������
� �+������������������������	�
���������	�	������
��� �����
�����������������������������



0A�

�

�
v r r

v v
v R R

D D D
= ® D = � � � � � � � � �6�0��4��

#�����������	���6�0��4����		���6�0�F��������������

�
0 0

lim lim
t t

v v r
a

t R tD ® D ®

D D
= =

D D
�� � � � � � � �6�0������

J���������������	����������		���6�0�/�������������� ��

�
2v

a
R

= �� � � � � � � � � �6�0��%��

*�������� ��� ��� ����� 
��
�	���� ��������� ��� ��� ������ � ����

�	��������� 
���������� ������� ��� ����	��
�����������		���6�0��%���
� � � �
,�	������
��
�	������������������	����������������� �����������	���������������	����������

·  ��� !��$���
�� ���������������
�����	���������������	�������
����� �����		�����&�����������,�	�#�������
������������	���#(��	�����&�������������	���
������ ���
���	���������������������������
�����	��������
�������	�������
����������������
������������������ ���������M���� ��%�

·  (	��������� �J�������������
�����	���������������������
������� ���������	�������
���	�����,�	�#(��	�
�����������������������
������

!�		�� ������������ ���
������� �� ���������� ��
����
�� �� 
��� ���� �������� �� ���������� ������� �	� ���������
��	��������

�
1

f
T

= � � � � � � � � � � �6�0��0��

������	���������������	���
����
����	����������
� �

���������������������������������������� �������������������
1 �S�������M�����������	��������	�����
�������
��M��� ��
��;���	��M������"�
������%%���

������5/6�U�E��� ������������
�5F8��
�������-������������
�����
�����		���
������ ���	�
�������		S�	�����������������#����������7���� �����L���M�����
������ �	� ������� ,�
�	� ���� 	�� ����
�� ��	� �F%/��"	� �� �	��� ���7�������+��	�M�		�����M����� ��� ����� 	�� ���	 ����� ��		��
��������
����
��  
%�(����
������
��
��	������������������ �������������� �������������������	�������
����������������������� �������������
����������������������� �
�



06�

�

���� ���)���
"���������������������		����	���L������
�L��G������ ������������V����������������������������	���	�
��> � 0v

��
�����>����������������	�
	�����������EK���
����� ����������������
��
>����
��>��������������
������� �L�����
������������

�
��
�
�
!�		���6�%�6�������� 0 0q = ° ��
���������������������������������������������	�� 
���
���������"������������
�	��

>���������������	��	������������������	��?��������� �������?����������

� 2
2

02
g

y x
v

= - �

�
�����	�
��&����������
����������������������������
 ����	�������E�������������		���������������

� 2 2
02 2

0 0

9.81
4 6 6.64  m/s

2 2
g

y x v
v v

= - ® = ® @ �

�
������������ � ����
�	
�	������������������	������������	���
����� ��	�������+��

� 2 2
2 2

0

9.81
8 8.48 m  s 6 m 2.48 m

2 2 6.64 C C C

g
y x x x x

v
= - ® = ® @ ® = - @

×
�

�



05�

�

���� ���)���
"�
����W������������
����������G�����
�����"�L����� ����������	���	�
��>�����4��H���!������������������ 
�	�


���������� yv ���������	�
��>��������
���������������>������G���� ��������������G������W�������L���

V����������������
�	������ � ��������
���������������>K�
�

�
�
(	�������% �����������	����	���	���	�������������������	����	�� �

� 0
0

7.5
2 2 0.75 s

10
s

s v t t
v

= × ® = = = �

�
���	�������������� � �����������������������������������������	��������� ���������4�06/�����		�����

������������

��� 
���������� �����
�	�� ��		�� ��	�
��&� yv ����� ������� ��	�� ��� ����		������ ���� �������� ��		�� � �����&��4�06/���

�����	�����

������������

� 0 9.81 0.375 3.68 m/sy yv g t v= - × ® @ × @ �

�
����	������������������������ � �����
�	
�	����		����
�������		���6�%�A���

� 2 21
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������������		����������
�����������������������	�� �����������%4����

� 2 21
120 16 0.5 0.6 9.02 s

2As v t at t t t= - ® = × - × × ® @ �

�
+�	
�	���������	����	�
��&���		������������������	� ��
�����������	�������E��
� 16 0.6 9.02 10.6 m/sB A Bv v a t v= - × ® @ - × @ �

�
,�	�������E�	�������������

�	������������������	�� � J���������4�A��H� %�������

�	���������
������������������

�
2

210.6
1.87  m/s
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B

C

v
a

R
= @ @ �

���

�	�������������	�������������������������

� 2 2 21.96  m/sT Ca a a= + @ �

�
��
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������� �� r ��� ���� ����� ���� ���� ����� v� ���
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����������������	���		������������ �����	���

� 2cos 9.66  m/sCa g q= × @ �

���

�	������������������	�����������		��

�	������ ������������&����	���

� 2
2 sin 0.253 m/sTa g q= × @ �

���

�	������������������	������	������������������ 	���

� 2
1 2 12.65 m/sT Ta a a= - @ ��
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� C A
T

v v
a

t
-

= �

(	������� � ������
����<�������
����=��	����
�������
���������� ���	�����������	�����������	������

� ( )2
0 0

1 1
4.8 s

2 2T C As v t a t v t v v t t= + × = × + - × ® @ ��

���

�	�����������	������������

� 2200 250
2.89 m/s

3.6 4.8Ta
-

= @ -
×

�

+�	
�	������	�������� �� �����
����������	����������		��������	�������"��	�� �����E��

� 2
1 1 1

1
2.27 s

2A Ts v t a t t= × + × ® @ �

(	�������E�����������������%�%6��������
���	������� ������������"��*��������	����	�
��&��	�������E���	� ��
� 2.27 62.88  m/sB A Tv v a= + × @ �

���

�	���������
������������	���

�
2 2

262.5
7.9  m/s

500
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C
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a

R
= @ @ �

���

�	�������������	����������������������E���	���

� 2 2 28.42 m/sT Ca a a= + @ �

� �
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�	��������� ya g= - �� J��� ������� � ���L�� ����� ���� ������	� 	� 
���������� ��� ����

���������� tanT ix q× ���������������		���������������� ( ) 21 2 gt �
�	�L������
������������������ � ��J�������������� 	�


�����������������������������>����������������	��� ������

� 21
tan

2T T iy x gtq= × - �

,�L����L������'���������6�%�A�����L���������?������ ����������� 	� 
��������������������W�
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�
( )
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2
0 0
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1

tan1 2sin
2
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y v t gt

q
q

q
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�

® = × -�
= -��

� �

�
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�� ��������
	����������������
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Two observers measure the speed of a man walking on a moving beltway. The woman standing on the beltway sees the man 
moving with a slower speed than the woman observing from the stationary floor.�
�
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�
�
� *��� ���������������
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$��� ������������ �	� ���
	���� ���� ���� ��2� ������	��� + ������������ ��� ������ "� ��	���	�� 
��� ��� �������� ���
������������ $�� ������� ��� ��	�
��&� ��	������ 0v �������� � ������� �?�� ��������� ��� ��� �������� ��� ������������ $ �

����������������
(�����	�����������������������������������������
�� �
���������������������������������	���	����������� �������
��������������������&��	�������"������������������� B���5��������

�
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�
�
!�������
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��������������� �������
���������� ��������� �	� ������������ ������ $�� (� ���� �� ������ ���������� �� �� �%���������� � ���������������� ��	�
������������ ������ �� ��� ���		�� ��
�	�� ���� ����� ��2� 
 ���
�������� +���� �� ��
�	�� ��
������ ��		��B���5���� � � 
�� ��
���������������������������������
������������	���� ����		�������������	��������
� 0' t= + × Dr r v � � � � � � � � �5������ � � �

�

+������������ ���� ��� ������ "� 
��� ��� ������ �		������� �� ��� ��� �������� ��� ������������$�� �� ���� ��	��� ��
�	 ��
��������� ��� ��� �������� ������$�� !���� ��� 
����� ����� ��		�� ��� ������D�� �	� ������ ��� �������&� ��� "�� ��� "�� ��	�
�������� ��� ������������ ��
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�B���5����%�
���
,�	� �������� ��� ������������ ������� 	�� ����������� ��� ���������� �� �������� ��� �������������� ��	� �������� D ��
��������� 
���� ������ ��	� ��������D �%���	� �������� ������������ ��	� �������� ��
�	��� �� ��	� � ������� 0 t× Dv ��	�
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�	�������������������	���0�A��������������
� 0'= +v v v � � � � � � � � � �5���8��

����� 
��� v� �� v�� ��� ����� ����
���� ���������������� 	�� ��	�
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G�����������
G������ �����������������
��������L��L������������ 4 m/sATv = ��

(����������������
G�����������������>����������E��
 >�L������������	��Z�����	����������
��������������� ������	�
����	�������������������	���
����������
G�L�������� ���� 7 m/sRv = ���	��������������	�K�

�

�
�
*���������������E��	����
�������������������������� ��������	�����
���
���������"�
���E��
J�	�������������������	���������	�����
	���������8/ Q�����������		����������	������	������������������� 	���
	���������
��		��������������		����	�
��&�����	���� v. 
!�		���5���8�����������
����
� R TA= +v v v �

*���������

� ( ) ( )cos 45 sin 45R R TAv v va a× - = × - + �

!��
����
� 23.83a @ °�
�
�
�
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���������'������J������
��������������������� ������L����L���������
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��>�������������L���������
 �������������
��������
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�

�
�
�
�
�
!�		���5���8���������
�  DE DC CE DC DE CE= + ® = -v v v v v v �

����� 
��� , ,  DE DC DEv v v ��� ����� ����
���� ���������������� 	�� ��	�
��&� ��		�� ��

��� ��������� �� ������� ��		��

��

�������������		����������		����������������		�� �������
7����
�������������� �

�

� 57.73 km/h
sin60

CE
DE

v
v = @ � �

�

� 28.87 km/h
tan60

CE
DE

v
v = @ �

�
�
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��������� ���

�	�������������L�����������������%�/4��H� %��V�����������
�

�	���������������
�	����	����������������������� 
��K��
������'����K �
�

1�����������������������������	�
�		����
������
��� ����

�	���������������		��

�	������������������&� �

� 29.81 m/sBE g= =a �

1����������������	���	��
���	�����
������������	�
� 		����
������
�������

�	���������������		��������� ��������
	��

�	��������� aE'� ��	��

�	�����������		�����
����� a+'�

� 2 2 210.1  m/sBE BC CE BC BE CE BC BE CEa a a= + ® = - ® = + @a a a a a a �

�

� 1 2.5
tan 14.3

9.81
q - � �= @ °� �
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� sin 25 cos 77.3 15 (90 77.3 ) 27.7A Bv t v ta a b°× = × ® @ ° ® = ° + ° - ° = °�
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"������������������>����������4�/44��H���"��������� �L���������������������
�������44�G�������L����
�
G �
�����������������������(��������������
����L������� ������������%4��H��������		�L��������L�	����������� �������
��G�K�+������������L����������������������L��	����G ���������L�����L�������		��
�
�
�
J���������	��������������������
������	�
���������� ��������
��������

� 31000 1000
1.6 10  s

1.20tot

d
t

v
+

= = @ × �

J�����������
�������������������������������
������ ���

�
1000

588.2 s
1.2 0.5at = @

+
�

J�����������
��������������������
�����
���������

�
1000

1428.6 s
1.2 0.5rt = @

-
�

J���������	��������������������
������������������� 
���������
� 2017 stotC a rt t t= + @ �
�
�
�
���� ���*�(�
1�� �����
���
��� ��	�� 
��� �

�	��������� ������ 	��	�� � ��� ��/� �H� %��1�� 
�		���� �		������� ��� ���

�� ��	� ���������
��		���
���������0�����	����	����
������2����		���� ��������
���	���
����������������	�
��&����%�/��H�� �+�	
�	����
�	�������
������������	�
�		������
��������	������� ����	������������
�

�

�
2

21
2.08 m        0.916 m

2 2
v

s a t s h
a

= × ® = @ ® @ �

���

�	�����������	�
�		������	������������	������� ������		���
���������	���
� 21.5 11.31 m/sBPa g@ + @ �
(	��������������������������������	�������������	�� �

�
2

0.4 s
BP

h
t

a
= @ � �

�
�
�



/5�

�

+� 	�
�����"������"�� ���������
�
#���������
�� ������������ �������������������	����
������������������		������ ����&�
���	��	�������������������
��������������������	��������
�
'�� ���������� ��
����
���� 
��� 	�� ��	�
��&� ��� ���� ��� ��� ���	������ ������������� ��� ��� 
����� ������� ������ �
��������������������������	�����������������������
 ������������		��������
���	������
���
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� Bx Ax=v v �
�
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�
���� ���+���
������� "E� ��� �������� �������������� �� ���
�	���� �� �
 �������� �������� ���� ��������� 	����� ���� ������
��������
�	������#��	���������"���		��������������� ���������	�
��&��� " ���������������	����	�
��&���	�������E��
�

�

�
cos

sin sin sin tan
Bk Ak A

B A

v v v
v v

q
q q q q

= = = = �

�

�
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( )sin

cos cos cos
APk Ak

P

vv v
v

q g
g g g

× +
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v
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r
w w a= × = × = = ×� � � � � � �F������

�



A��

�

����+�����

�
��� �F������ �������� ��
��� ������� ��������� ��� ������� � ��������	�� 
���� �����	���
���� ��		�� ������� ������
����������������

����+�����

�
�

� ( )           n t= ´ = ´ ´ = ´v � r a � � r a � r � � � � � �F���%��

���� ���+���
J������		�
���������	������������������������������ ��������������4�A05���
�����������
������������%��� �����
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4.33

3.608 rad/s
1.2

v
r

w = = � �

�
2 1

1.23 rad/s
8 0.638AV t

q p
w

D
= = @

D
�

�
�
�
���� ���+���
J����L������
������		�>�������������
>�����
�	��L�� ����
���������������V��������
�	�����
������������

0.6 m/sv = ����������	��

�	�����������������*����5��H� %��B����������������������������������	����

�	����� ���Z�
�����		�>�����������

�	�����������������E��������
 �	���

�
�

�������	�
��&�����	������		����	��������		��������� 
��������������	���

�
0.6

6 rad/s
0.1

v
r

w = = = �

���

�	��������������	���
��������������*���	���

� 2 2 26 0.2 7.2 m/snPa rw= × = × = �

���

�	�������������	�����*�����	���

� 2 2
P nP tPa a a= + �

� 23.483  m/stPa @ ���������

����

�	�������������	�������*���	������������

�
3.483

17.43 rad/s
0.2

tPa
r

a = @ @ �

��������������
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,�		�� B���F��� / � �������� ��� ��������� �������	�� E"� 
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#
�	���E�
����������������������������	������������ ���	����������������������"���-��������
��C��
����� ����
� /A B A BD = D + Dr r r � � � � � � � � �F���0��

������	�����	����� /A BDr ������ tD �����
�������������

�	������������ r q× D �� ��

�!������������
��������
���	���F���0������ tD ��
��� 0tD ® ����������
�������		�������������������	�
��&�����
��������	�������������	�����������������	� %��
� /A B A B= +v v v �� � � � � � � � �F���8��

����������������������	����������		���F���������F�� �%���������
� / /            A B A Bv rw= ´ = ×v � r � � � � � � � �F���/��
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J���L���	�������������3�044������		�����������L���� ����	�������������������	�
��>� vO = 3 m/s of its centre O. 
Calculate the velocity of point A on the wheel for the instant represented. 
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(	� ����� ��� ��� ���
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��� ����	�� ������ �����
����� ��� ��� ��� ������ ��-� ������� ����������� 
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�
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������������� �������������
� /A O A O= +v v v �

�����	�
��&� v"H$���	����	�
��&����"��������������������������������	 ���	��

���$��������� �� 	�� ��	�
��&�������� �		�� ���������� � ������� ���$��#�� ���
����������

������ / 2  m/sO
A O O O

v
v r r

r
w= × = = �


��� v"H$���������
�	��������������� r $��
,����� v$�	����	�
��&� v" ����
�	
�	�����������	������������+�������

������� 2 2 2
/ /2 cos60 4.36 m/sA O A O O A O Av v v v v v= + - × × ° ® @ �

�
+���� �	�������� ����
����� ��� ���������� ��������
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� 1 100 50
tan 15.9

250 75
q - -� �= @ °� �-	 
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� / / cos 0.156 m/s          tan 0.0427  m/sA B B A Bv v v vq q= @ = × @ �

����������

� / 0.854  rad/s             0.417  rad/sA B A
AB OA

v v

AB OA
w w= @ = @ �
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���� ������������������	�����	�
��>��������
����
������� ���

�
�
�
�����	�
��&���	�������"����������������		��
��		��" E�����������������
�	��������������	���F���8������� ����
���
����
�	���E�
���������������������������#���������� �����������	�����	������������������&���������	���
�� /A B A B= +v v v �� � � � � � � � ����

v" �� ���������������������
���
�������
���"$��
vE���� ��������������	�������������������	��������� rw× ���������������������
�	������$E��
v"HE� �����������������������������
�	������"E��
�
*�������
�������		������	������������
����

������� �	������������
�	
�	�������	��������������������	�� �	����
��		�����	��[��

�
125 350

18
sin sin 60

b
b

= ® @ °
°

�

(	�����	����� vE���	���

�
2 1500

0.125 19.63 m/s
60Bv r

p
w

×
= × = @ �

"������������������������������	���	�����������
��� �������	��������	����		����	�
��&�����

�����
���	� �����

�
(�����	����� v" ��� v"HE�������������������
������������	������������������ �

�
( ) ( )

20.2 m/s
sin sin 90

A B
A

v v
v

q b b
= ® @

+ -
�

�
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/
/ 10.32 m/s

sin 90 sin 90
A B B

A B

v v
v

q b
= ® @

- -
����������������������

�����	�
��&�����	�������"E��
�����������
����		���� ����������� v"HE������������������������	����������

� /
/ 29.5 rad/sA B

A B

v
AB

w = @ �

!����������������	����	�
��&���	�������7����
������ ��	�������������
���E�
��������������������������
� /G B G B= +v v v �

��

�
������!��������
�����������������������
����������� ��������
����

� / / 2.95 m/sG B A B

GB
v v

AB
= @ �

�(	�����	����� v7����������������������������	�������������		����	�
 ��&��������������	���
�����������	���������
���+����������

� 2 2 2
/ /2 cos78 19.23 m/sG B G B B G B Gv v v v v v= + - × × × ° ® @ �

�
�
�

���� ���+�*�
J�����L����
��L������������������������������������ ������
�		���+�����	�
��>����4�%/��H�������
�		>��� L���
!�����������������	�����	�
��>���������	����������L ����P�3�04Q��

�
�
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��� 
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������� 
�� � �	� ������E� ���������������� ��	� ������ ��	���	�� 
��� �	�

�		�����1������E�
���������������������������		��� F���8�������������
� /A B A B= +v v v �

vE� ��������������	����
	����
vA� ���������������������������
�	�����	�
��

����
v"HE�

�
(	��������	����		����	�
��&��
��������������������� 
�����������������	�������������

�
� cos 0.25 cos30 0.217 m/sA Bv v q= = × ° @ �

!��
���	����	�
��&�����	�������
���������	���

� 0.417     CCWAv

AB
w = @ �

�
�
�
���� ���+�+�
"�� ���� �������� ������������ ���� �������	��� �	���� "E! � ���� �� 
	�
GL���� ����	��� ��	�
��>� ���0� ���H���B��� � ����
��������������������������	������	�
��>�T E+����	��G�E+��

�
�



64�

�

+������������(	�����������������	��"E�������������� �	�
���������������������
�����	�
��&�����	����
�����������#
�	����"�
����������������������������� �����
� /B A B A= +v v v �

v" � ��
����
���������������������������
�	�������$"��
vE�� ��
����
���������������������������
�	������+E��

vEH"� �����������������������������
�	�������"E��������� ��	�� / 1.5 m/sB A ABDv ABw= × = �

#���������	���	��������������

������	������������� 		����	�
��&��

�
�

� /

3
cos 1.5 0.9 m/s

5B B Av v q= × = × = �

�
0.9

3 rad/s
0.3

B
BC

v

BC
w = = = �

�

�
�
���� ���+��,�
J���������������������������
�����		���
>���������� ����	���������������"����������
G�"E��(������������ ���������
��
����������	�
��>����044���H��������������������� ����	������������������������������	�����	�
��>�T $��������
�����������������	�����	�
��>��T "E����"E����������������L����?�3�544�����
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�
� cos 0.29 m/sC Av v q= × @ �

� 1.452 rad/s   CWC
O

v
r

w = @ �

� / sin 0.075 m/sC A Av v q= × @ �

� / 0.0968  rad/s    CCWC A
AB

v

AC
w = @ �

�
�
���� ���+����
J���7������L���	��������
������� � ���������
���������������������������*���*��������� ������	���������L���	�"�
���� 	�
G���� �	����E� �������� ���� �����	� �	���� ���L�� �	�+� ����� ��������L���	�+� ���@������ ��� ����	������ � ���
��
������	������������������E>���	����������������� 
��	����������������������	�����	�
��>�T %��������L���	�+�
����P�3�%4Q��V���	�"�������
��������
	�
GL��������	 �����	�
��>�T �� 3�%����H���
�
�

�
�
� �

���������������������������������������� �������������������
� �7������L���	�3���������+��
�����I�	����



6%�

�

�
#�������������	�������	�������*��������������
���
� ������* � ���* %���	���	�������������������		��������"����		��

��
�����I�	���+��

(	��������	��$ � *$ %����������������������
����
���������	����� 200 / 2  mmOP = )� 1 2 200 mmO O = ����	�����	��


�������� 20q = ° ��*���������
� 2 235.78        P O 82.725 mmb @ ° @ �

!������	�
����	�������������������
�����
��������	� ��	������		�����	��Z��	�����	��
������������ v*� ��� v*%��
� 55.78a q b= + @ °�

!�	��������	����		����	�
��&�������������������

� ( ) ( )2 1 1 1 1

200
sin 90 sin 90 2 0.562 159.06 mm/s

2
P Pv v O Pa w a= × - @ × × - @ × @ �

� 2
2

2 2

1.923 rad/sPv
P O

w = @ �

�
�

���� ���+����
"��������������������������� � �3��/4�������� ' �3��%/�������������������
�� � �9�' �
��L����"�����+����
��
�����������������������4�%��H���!�������������
� �������	�
��>� v����������E�����!�������������������

�
�
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( )
( )

tan 90

tan 90               0.0536  m/s

0.2

A

C

A C

v v

v v v

v v

a

b

� = × -
�

= × - ® @�
� + =�

�

�

�

�
���� ���+����
J���L���	���		��L��������	��������B���������������� �����>����L����$��������
�	>�������������+��	��G�$" �������
��	�
��>� v�3���/��H�������������������P�3�04Q��!������������� ����	�����	�
��>�T���������	������	��G��

�

�

�
�

� �
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� 1 2.897 m/sP

v
v DP

OP
= × @ �

� 2 1 sin 51.2 2.26 m/sP Pv v= × ° @ �

� 2 2.26
18.2  rad/s    CCW

0.124
Pv

CP
w = @ @ �

�

�
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� Atv OCw= × � � � � � � � � � �F�%���� �

*��������

�
tan

At At

An

v v AO
OC AO

vw a
= = × = � � � � � � � �F�%�%��

(	��������	��"$+�����������$���������������+������� �	����������Z����	����������+"�����������
�	������ v" ���
:�����
�����������
���	��������������������������
� �������������������������������T�
���
������+������ ���	��
��	�
��&� v"Y��� vEY�
���
�����������������������
���	����	�
��&� v" ��� vE���

�� * cos
At At

A A

v v
v AC AC v

OC
w

a
= × = = = � � � � � � �F�%�0��

#��������		���F�%����������������

�
tan

Bt Bt

Bn

v v BO
OC BO

vw b
= = × = � � � � � � � �F�%�8��

(	��������	��E$+�����������$���������������+������� �	����������[����	����������+E�����������
�	������ vE��
*���������

� * cos
Bt Bt

B B

v v
v BC BC v

OC
w

b
= × = = = �

"

�����������������������������
����������
������� ������������������������	�������������������
����+����� �

(�� ����� �������� ��� ���� ��� 
�������� ��������� ��� ��� � ����� ������� ���� ���� ������ ������� ���� �� ��� ����� ���� ��)� ����
����������������������������
��������*������������� ������������
����+���������
��������������� ��
�
#���	������������
���������������		�����
���������� ������		��
����������������
���������������B����F�% �%����
������������
����
����
����
����+����� �

(���������������������������
�����������
���������� ��������������������������������������������������� �������������
������������+���	�� � ��
�

���������������������������������������� �������������������
1 Michel Chasles (Épernon, 15 novembre 1793 – Parigi, 18 dicembre 1880) dopo brillanti studi superiori entra all'École 
polytechnique nel 1812 sotto la guida di Siméon Denis Poisson. Nel 1814 viene chiamato alle armi da Napoleone in 
difesa di Parigi. Poco dopo, finita la guerra, ritorna ai suoi studi di matematica e diventa professore nel 1841. Nel 1846 
viene istituita per lui una cattedra di geometria superiore alla Sorbona. Nel 1851 viene eletto membro dell’Accademia 
delle scienze francese. 
Michel Chasles diventa membro straniero della Royal Society il 15 giugno 1854. I suoi lavori di geometria gli varranno 
la Medaglia Copley nel 1865. 
�
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�����%��H���������������L����P�3�8/Q��������������� ���

������	�
��>� v" ��

�
�
�
�
�
*���������
�����

��������������	��������������	��� ��������		���������
�����������
(	� 
������ ��� ����������� ����������� ���� �	� �������� � �� +���	���� ����� ��������� � ��		�������������� ���� 	��
��������
�	�����������������"����	����	������������ 		������+!���

�

�
2

cos45 88.39 mm
2

OH OL OD OD= = × ° = @ �

!�	��������	��$+!�����	�
������	������������������� �������

� 17.135
sin sin 45
OD CD

a
a

= ® @ °�

!�	��������	���!\��������
� tan 27.25  mmLK LD a= × @ �
*����������
� 265.64  mmAK AO OL LK= + + @ �
'���������

� 2.76  m/sA O

AK
v v

OK
= @ �

�
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��������	����������������������		�>��!������� ������
����	�����	�
���������"!�����E!�������������������� �L���������
������������	�
��>����8��H���
�

�
�

�
125

2.5   m/s
200A Fv v= = ���
��������������������������������	���������<���� ���	���=����$��

2.5
20   rad/s   CCW

0.125
A

OA

v
OA

w = = = �

2.5
12.5  rad/s

0.2
A

AD

v
KA

w = = = ������
��������������������������������		������"!�� ��\��

12.5 0.150 1.875  m/sD ADv KDw= × = × = �

1.875
7.5  rad/s

0.250
D

BD

v
KD

w = = = ���
��������������������������������		������E!����E ��

�
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>� �� �������
� 
������ ��� ��������� ��� ����
�����
�	��>����	�
�
>	������'��B����������������T�3 �A4Q��������������������	�����	�
��>����"!��������� ��	�
��>�
���������		���"�����������������	���������������	�� ����B���������L�L������	�
��>����%��H���
�

�

�

�����		�����"���
�����������������������������	���� ����	�������E���		������"!������
�	���������������� ����
�����
�	����	�
��������������������������������		�� ����"!������\��
�

�
2

2.31  m/s
cos cos30

Dy
D

v
v

b
= = @ �

�
2.31

13.33  rad/s     CCW
2 0.1 cos30

D
AD

v
KD

w = @ @
× ×

�

� 13.33 0.2 sin 60 2.31  m/sA ADv KAw= × @ × × @ �

�
�
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G�
���������������������������L��
��P�3� A4Q��
J���
���G�$E������������	������������A4����H�����V� ���E�����������
�������������
��
	���!�����'������� �
���������	�	������������B������	�����E!�����"'����� �����
�	��J������������������$E�3��44�����E!�3�6/4� ����
����"'�3�'!�3�!B�3�06/�����

�
�
������������$B���������������������	��������	��06/� ���������������������������
�	��������	��5/4������� �
�������������
�	��&��E���	���������2�
������
#���������������

�
100 sin60 750 cos 375 cos 375

100 cos60 750 sin 375 sin 850

a b
a b

× - × + × =�
�
- × + × + × =�

�

J�������I���
��������������

�
.��������
� 85.83      23.9a b@ ° @ °�

�
������������$"���������������������	��������	��06/� ���������������������������
�	��������	��8/4������� �
�������������
�	��&��E���	���������2�
������
#���������������

�
375 cos 375 cos 750 cos 100 sin60 375

375 sin 375 sin 750 sin 100 cos60 475

q g a
q g a

× + × + × - × =�
�
- × + × + × - × =�

�

�
�
�
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J�������I���
���������������

�
.�������
� 81.1        23.2q g@ ° @ °�

�
�

�
�
�
*����������������
�	������������������	�������	���� ������\ � $�������������
�

1 2 1

1 2 2

sin30 100 cos60 750sin sin 773.6  mm

cos30 cos 750 cos 100 sin60 L 768.2  mm

L L L

L L

a b
b a

× = - × + - × =� �
�� �

× = + × - × =� �
�

�
*����������������
�	������������������	�������	���� ������\ %$�������������
�

3 4 3

4 4 4

cos cos 375 cos 435.8  mm

sin sin 375 sin L 317.8  mm

L L L

L L

b q g
b q g

× = × + × =� �
�� �

× = × - × =� �
�
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1

6.9  rpm             CWB
BD

v
K B

w = @  

 2

3

12.2  rpm        CWDE DB

L
L

w w= @   

4 10.3   rpm      CWAE DE

L
AE

w w= @  
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��������$��
���

�	���������������������"���������������������
 ������������������������������������
��������
����� ���
����� ��-� ������� �
�������� ��� ���� ����	������� �� ���� ����������� �� ����	�� �		��

�	��������� ��	� ������ E�
���������������		���������
���������������2�	��

�	 ���������
����������������������������������	���	�� 
���E�
�����������"��(���	����������� � ��
�
� /A B A B= +a a a ���� � � � � � � � �F�0����
�
����+������

�
����������������������������	���	��
���E�������� ���������2�����
����������
���
�
�3����������$���� ��<����=��	�
������ "� ��������� 	����� ���� ������������ 
��
�	���� �� ������� �� ��� ������ ��� ��������	�� ����

�	���������
���������	�������������		��
��
�������������
������ ���"���	���������������������E��������

�	��������� �����	��

�����������������������������"���E���
����F�0������-��������������������
������
��������� ��
� ( ) ( ) ( )/ /A B A B A B Bn t

= + + = + ´ ´ + ´a a a a a � � r � r � � � � �F�0�%��

!����������	����		��
������������		��

�	���������� �	��������	������

�
( )

( )

2
/

/

/

A B
A B n

A B t

v
a

r
a r a

�
=�

�
� = ×�

� � � � � � � � �F�0�0��

�
!�		���F�0�0������	������������
�����������
������� �����������	��

�	�����������
��������������&������ �����	���

�	
�	�������	������������ /A Bv ��
�
� �

���������������������������������������� �������������������
� �����F�0������-���������������������������	���F���8 ��
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���� ���+��*�
J���L���	� ��� ������� �� ��		�� ��� ���� 	����L������� �	� ������ ����� ��� ���� �������� 
����������� ���� 
������$� ���� ��
��	�
��>�� 4���������

�	��������� 4��������	�����!��������������

�	������������������ "�����+��������L���	�����
������������
�����������
�

�
�
�
�
#
��������	���������������		��

�	������������"���� �����������		��

�	���������������������	�������$��
� ( ) ( )/ / /A O A O O A O A On t

= + = + +a a a a a a ��

�
�
(�����	����		��
���������������	�������������	����	 	��

�	�����������	��������	������

�
( )

( )

2
2

/

/

O
A O O On

O
A O O Ot

v
a r r

r

a r r
r

w

a
a

� � �
= × =� � �

� 	 

�

� �� = × = � �� 	 
�

�

�
!��
���	����	������������
�������������������
�

�
�
(	�����	����	��������� a" ���-��������
�	
�	������
�	��������
������������	�� 
��
���

� ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 22 2

/ /cos sinA A A O A O O A On t n t
a a a a a a aq q= + = × + + × + �

�
�
�
�
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�	�����������	�
������������������������������ +�������������
�����	�
��&���		�������������������� ��	�
���������	��������������	����������������		���

�	� �����������+���	���������$��
�
� ( ) ( )/ / /C O C O O C O C On t

= + = + +a a a a a a �

�
!��
���	����	������������
�������������������
�

�
� �
�
�
�
�
���� ���+��+�
J���	��G�������'�������F�A�������������������+���G� +E�������
��������
������
	�
GL��������	�����	�
��> ����%�
���H���������������������L������������������������	 ����������������!�����������������	����

�	�������� ���	��G��
"E�����$"���������������������
�
�

�
�
!�		�'�������F�A����������
����
�
� 6 / 7   rad/s                  3/ 7   rad/sAB OAw w= - = - �
�
��	������������������������
����������������������� �
�
� �
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!���������������������	���
����������
������	������

�

� 1 50
tan

175
b - � �= � �

	 

�

2 2300     mm/sB CBa CBw= × = �

( ) ( )
2

2 2 2
/

6
50 175 133.72    mm/s

7A B n
a � �= × + =� �

	 

�

2
2 23

100 18.37    mm/s
7Ay OAa OAw � �= × = × =� �

	 

�

+���������������������	�������?���>�������������	�� ����������������	��������
�

�
( )

( )
/

/

sin cos

cos sin

Ay A B ABn

Ax B A B ABn

a a AB

a a a AB

b a b

b a b

� = × - × ×�
�

= + × + × ×��
�

�
���
�����	�������������
� 0.1049       4.3372AB OAa a= = ���������
������
���������������
�	�������������������������� ����
��	���

�	�������������������� � ��
�
�
� �

���������������������������������������� �������������������
� �#������� ��� �����
�	���� 
��� 	�� ���������� �� �	� ����� � ��	� �������� ( )/A B t

a ���	�
�� ���� �

�	��������� AB� ������� 
��� ����	���


���������� ��		�� 
�������������� ��	������� ��������� � 1�� ����� ����	�
�� ���� ������������ �	� ������ ��� ���� � �����
��
�

�	������������	���������������	�����	����������� �

��  ,�		��������� ��� ������������ 	��

�	��������� ��	���� �� ���������	�� ��� "� ��������� �� E�� ��� ���

�� ��� ����� ����
�������������E�������"��

%� (	���������		��

�	���������
��
������������������� �	�������������		����������		�����

������
�������� �����		��
�

�	�������������	����Z "E��

,�E�����

�	������������������	����	���������E����� ��������"������������		�����
��������

�
�
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���� ���+��,�
J��� 
���G�$E�� ��� �� �	����@
���G���
�������� ���� �� 
� ������� 
	�
GL���� ����	��� ������ ��� �/44����H�����B�� �
���� �������� L���� ���� 
���G� ���	�� ��� A4Q�� ���������� ���� �

�	�������� � ��� ���� ������� "� ���� ���� ����	���
�

�	���������������
����
����������"E��
�

�
�
,�		�'������� F�6� � �

����� ��� ���
������� � �������� 
� ��� ��		�� ���������� 
������������ 	�� ��	�
��&� ����	�� ��
��		��
��		��"E���	���
�
� 29.5  rad/sAB =� �
�
���

�	�����������		�����������"���-��������������� �����������		��

�	�����������	�
����������������		 ��E��
� ( ) ( )/ /A B A B A Bn t

= + +a a a a �

�
���

�	������������E��
�������������������������		� �������		���������������E�������$�����������	������ ����
� 2 23084   m/sBa OBw= × @ ��
�
���

�	��������� ( )/A B n

a �������������"�������E���������	����������

� ( ) 2 2
/ / 305   m/sA B A Bn

a ABw= × @ �

���

�	��������� ( )/A B t
a ��
����
�������	������������������������
�	�������" E�����
� ��	���������	����������

��		��

�	�����������
����������"E��
*��
� �
����
�����	��������������� Aa ����������	�����	������
����		���

�	�����������-�
 ���	�������
�������
�������������������

�
�
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(�����	����		���

�	�����������
������������������� ��������������	���
��������
����������������������� ��
���������������������	���������
�	���
�

�
( )

( )
/

/

3084 cos60 305 cos18 sin18

0 3084 sin60 305 sin18 cos18

A A B t

A B t

a a

a

� = × + × - ×�
�

= × - × - ×��
��

�
�����	���������	���������	�������������
�
� ( ) 2 2

/ 2710  m/s          994  m/sA B At
a a= = �

�
*���������	�����	����� AB� ��	���

�
( )/ 27743 rad/sA B t

AB

a

AB
a = @ �

�
!�	������
����		���

�	�����������������������
���� 
����
��� AB� �������������������������������
�
�
�
�
���� ���+����
"� ����	������ 
	��@���		� 
�
G��� ��� ���L�� ��� ���� ���� ���� �V���� ���� 
	�
G����$� 
���������� ��?��� ����L���� ����

�������� ��	�
��>� ��� ���� 
�����	� 
�
	�� ���+� ����	� � ��4�/� �H��� ���������� ���� ����	��� �

�	��������Z� ��� ����
�����@�����
�
G���W�L�L����P�3�8/Q��������
�
G���W� L������
	�������
�

�
�
�
#�������������
������� �

�
������	��E$+���	��A6�/Q��	�����	��E$+�������������� ��	��������	��$E+����	�
������	�������������������
*���������
� 67.5         50.35a b= ° = ° �
� 600 cos 500 cos 574.2  mmCO b a= × + × = �
� tan 692.8   mmCK CO b= × @ �
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!��
����

� 0.722  rad/s       CWC
CB

v
CK

w = @ �

� 0.6 0.2165   m/s
sinB CB

CK
v w

b
� �

= × - @� �
	 


�

� 0.361  rad/s       CCWB
BO

v
OB

w = @ �

�
#���������������������
�����
�
'����������	��

�	������������E���	������������		�� 

�	������������+��
� /B C B C= +a a a �
*��
� ��	�������+����������
�����	�
��&�
���������� �����
� ( ) ( ) ( ) ( )/ /B B B C B Cn t n t

+ = +a a a a �

� ( ) 2 20.0782 m/sB BOn
a OBw= × @ �

� ( ) 2 2
/ 0.2606  m/sB C CBn

a CBw= × @ �

'�������
�	�����������
����������	�������������		�� �

�	����������

�
#
������������������������������������������������� ����������������������	���������		����
������� ( )/B C t

a ��

( )B t
a ��

�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ /

/ /

cos 90 sin 90 sin cos

sin 90 cos 90 cos sin

B C B C B Bn t n t

B C B C B Bn t n t

a a a a

a a a a

a a b b

a a b b

� × - - × - = × + ×�
�

× - + × - = - × + ×��
�

�
���
�����	�������������
� ( ) ( )2 2

/ 0.049  m/s      0.253   m/sB C Bt t
a a= = �

�
!��
����

�
( )/ 20.098   rad/sB C t

BC

a

CB
a = @ �+V�

� �
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�

���� ���+����
J�����
���������� '�������F��/������������������L��� �������	�?�
	��
����B�����
�������������
������� '�� ��
��������
����������	�
��>����8��H��������L���B����� ����������L����E!������������
�	������$"����������� �����
����	����

�	�����������E!��
�

�
!�		�'�������F��/����������
����
� BD20  rad/s  CCW        7.5  rad/s  CCW        12.5  rad/s  CCW  OA ADw w w= = = �
�
'��������������	��

�	������������!���	���������"�
� /D A D A= +a a a �
�
!���� 
��� 	�� ����� ��� ������ 
��� ��	�
��&� 
��������� 	� �

�	��������� ����	���� ��	� �������� ��� ����� ��	���	� � ��
��		���*��������	��

�	������������"��������������� ����		��
�������������������	����������������"����� ��$��
'����
�	����
����
����
����

� ( )
( )

2 2

2 2
/

2 2

0.125 50  m/s

0.25 39.06  m/s

0.25 14.06  m/s

A OA

D A ADn

D BDn

a

a

a

w

w

w

= × =

= × @

= × @

�

�
#��������������������������
����������	������������ �		���

�	����������
�

�
�
�
�
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�

!�		������������������
�	��������������
� ( ) ( ) ( ) ( ) 2

/ / /cos sin        11.72   m/sD A D A D D At n n t
a a a aa a× = × - ® @ �

�
!�		����������������������	�����������
� ( ) ( ) ( ) ( ) 2

/ /cos sin          11.72  m/sD A D A D A Dn n t n
a a a a aa a= - × - × ® @ �

�
����

�	�������������	������
���������	������������ �

�

( )

( )

/ 2

2

46.9  rad/s     CCW
0.25

46.9  rad/s    CW
0.25

D A t
AD

D t
BD

a

a

a

a

= @

= @

�

�
�
�
���� ���+����
'	���������������L��
������������L����������������� (��������	�
��>� v��������
�����	��������4�F��H���������
�	�L������L�����������������A��H� %�L����P�3�A4Q����������������������������������

�	 �����������+��
�

�
�
#�������������
��������

0.9
13.856  rad/s      CCW

cos30
B

AC

v
KB AB

w = = @
×

�

�
#���������������������
�����
�

�
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'����������	��

�	������������"���	�������������E��
� /A B A B= +a a a �

�
26  m/sBa = ������������������
�	������������	��	����

� ( ) 2 2
/ 0.075 14.4   m/sA B ABn

a w= × @ ��������������"�������E��

� ( )/A B t
a ����������������������
�	�����������"E��

� Aa �������������������	�������
+���������������������������������
���������	������ ����������	������
����		���

�	����������
#
�����������������������������������������

�
( )

( )
/

/

14.4 cos30 cos60

6 14.4 sin30 sin 60 0

A A B t

A B t

a a

a

� = × + ×�
�

+ × - × =��
�

���
�����	�������������
� ( ) 2 2

/ 15.242  m/s         20.09   m/sA B At
a a= = �

!��
����

�
( )/ 2203.227  rad/s       CWA B t

AB

a

AB
a = @ �

�
'��������������	��

�	������������+���	������������ �E�

/C B C B= +a a a �
�
( ) ( )2 2

/ /15.242   m/s          =14.4   m/s  C B C Bt n
a a= �

#
������������������������������������������	������ �	�������������
������������������������
� 223.4  m/sCa = �
�
�

�
�

� �



F0�

�

���� ���+����
"�� ��	� �������� ���� ��� ���L�� � ��� ���� ��������J��� �	� ?�
	�� ����� ���� !� ��� ��������� ��� ���� ��
���� ��� '� ��� � ���
�	L�>�������
�	��������������������������
�	�L�!��J ���	��G�"E�
����������
����E+'������
�		����������� L��������

���G�$"�����	�����(��$"�������
��������
	�
GL����� ������������������>�0�������������������

�	������� ����
�������������L��������
������������
���G�$"�����
�� ������������������	�������������L���
�

�
�
#�������������
��������
�

�
2

   rad/s      CW
3OA

p
w = �

�����	�
��&�����	������		������"E�����		������E+'�� ����������������
�	������������	������������	������ ��������	�

������������������������������\���		������"E��

�
�
� �
�

0.4    m/sA OAv OAw p= × = × �

�
0.4

0.04    rad/s     CW
10.1

A
AB

v
AK

p
w p= @ @ �

�
0.04 9.92

0.398   rad/s    CW
3.132

AB
CE

BK
BC

w p
w

× ×
= @ @ �

�
�
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�
#���������������������
�����
�
'����������	��

�	������������E���	��������������"� �
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