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L’equazione generale del moto vario monodimensionale si scri-
ve, con ovvio significato dei simboli [Citrini e Noseda, 1987]:

i +—+VZB+’D Ba—+J 0

ox y 20GH y? ax g (1)

Una seconda relazione differenziale e data dall’equazione di
continuita per le correnti:

V££—4MM£—Eﬂ%hMﬂ:W=O

dp [ ot (2)

Vi sono poi I'equazione di stato del fluido (ove € e il modulo di
comprimibilita cubica del fluido, 2:10° N/m? a 10 °C per I'acqua):

dpldp = €lp (3)
e I'equazione del legame sforzo-deformazione per la tubazione:
A = Alp(x.1)] (4)

che per tubazione circolare con diametro D, di materiale elasti-
co per il quale valga la legge di Hooke o = E-dD/D e che sia
poco deformabile (modulo elastico E molto grande), di spessore
e piccolo rispetto a D (e < D/30) e quindi con sforzo o legato a p

secondo I'espressione di Mariotte o = p-D/(2-e), e libera di de-
formarsi longitudinalmente per effetto Poisson, porta a:

dAldp = dA/dD - dDIdp = (A-D)I/(E-e) 45
Figura 1 — Corrente in pressione gradualmente variata.
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Tenendo conto, oltre che delle relazioni (3) e (4'), anche delle
ulteriori ipotesi che:

— il termine cinetico V?*/(2.g) del trinomio di Bernoulli sia tra-
scurabile rispetto al carico piezometrico h = z + ply,

— siano trascurabili le derivate parziali dp/0x, oy/ox e 0A/0x,

si dimostra che I'equazione del moto (1) e I'equazione di conti-
nuita (2) si trasformano nelle seguenti equazioni, pure esse alle
derivate parziali:

%+1Bﬂ+,j:0

ox g ot (17
2

oh L C Epv -0

o g ox (27

in cui c e la celerita di propagazione delle perturbazioni, pari a:
_ elp
1+ 2 (5)
elE

Nel caso piu generale di tubi elastici, di spessore anche non
piccolo rispetto al diametro e posti in opera con condizioni di
rinterro e di ancoraggio tali da limitare le deformazioni longitu-
dinali, la celerita di propagazione delle perturbazioni ¢ dovrebbe
calcolarsi invece come:

elp

142 P (5)

elE

C =

essendo ad esempio, detto [ il coefficiente di Poisson:

A =5/4—-u nel caso di tubazione ancorata soltanto all’estremo di monte,
con appoggi liberi che consentano deformazioni longitudinali;

A=1-? nel caso di deformazioni longitudinali completamente impedite
da ancoraggi continui o dal tipo di rinterro della tubazione;

A=1 nel caso di tubazione con ancoraggi continui, ma con giunti che
consentano deformazioni longitudinali;
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Se le perdite di carico sono trascurabili (J 0O0) la (1) e la (2), at-
traverso un’ulteriore opportuna derivazione rispetto al tempo ¢
piuttosto che rispetto allo spazio x, possono essere trasformate
nell’'una o nell’altra delle seguenti equazioni, la cui forma mate-
matica e quella tipica delle equazioni d’'onda di D’Alembert:

2_ ZBL
- 2&
at2

| cui integrali generall sono esprimibili come:
Ah=h—-hy=F(x—cf) +f(x+ci
AV.clg=(Vo—V)clg=F(x—ct)—f(x+ci

ove le funzioni F ed f sono da definire per ogni caso specifico in
relazione alle condizioni al contorno e rappresentano rispettiva-
mente la propagazione della perturbazione verso monte (la F) e
verso valle (la f) [Joukowsky, 1898]. Lo stesso Autore mostro che
nella fase di colpo diretto, cioé prima che si manifestino le onde
riflesse, si ha:

fx+ct)=0
Ah = F(x—ct) =AV-clg
Piu generale, dopo la fase di colpo diretto si ha la sovrapposizio-

ne fra onde incidenti e onde riflesse, cioé anche f# 0. La soluzio-
ne analitica di tale problema nel caso di J 0O e ¢ [lcostante con-

siste nelle cosiddette “equazioni concatenate di Allievi” [Allievi,
1902] [Allievi, 1913] [Citrini e Noseda, 1987].

ot

Qualora invece J # 0 e/o ¢ non costante l'integrazione del sistema
delle equazioni (17 e (2 comporta inevitabilmente I'applicazione
di metodi numerici alle differenze finite, con risultati che possono
essere anche sensibilmente diversi da quelli forniti dalle equazio-
ni concatenate di Allievi.
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Applicando la teoria delle “linee caratteristiche”, le equazioni del
moto e di continuita (1') e (2') alle derivate parziali si modificano
nelle seguenti due equazioni alle derivate totali (dette “di compa-
tibilita™), particolarmente adatte sia alla risoluzione numerica che
alla comprensione del fenomeno fisico [Evangelisti, 1965]:

dh+S @V +cmt=0 per X =¢ (7)
g dt

dh-SraV—cmt=0 per X =—¢
g at

Esse esprimono il legame tra le variabili dipendenti h(x,f) e V(x,f) lun-
go le due famiglie di linee caratteristiche reali e distinte dx/dt=c e
dx/dt = — ¢ che sul piano (x,f), detto anche “piano orario” o “piano ci-
nematico”, caratterizzano, insieme alle condizioni iniziali e a quelle al
contorno, la propagazione delle perturbazioni, rispettivamente verso
valle con celerita ¢ (ovvero “c™) e verso monte con celerita —c (“¢ ™).

dh—-clg-dV—-c-J-dt=0 dh + clg-dV + ¢ J-dt =0
———P< \

urbato dxidr=\/+cC

Settare non perturbat

>
0 X
Sorgente della
perturbazione
Condotta X_ >

X

Condizioni iniziali:
devono essere notithe Vat=0 [ x.

Condizioni al contorno:
legami noti, eventualmente anche di tipo
Ax differenziale, fra h, V e tin un certo x.

>l >
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Figura 8-1 -

Colpo d’ariete in un tubo, con perdite di carico trascurabili, posto a
valle di un serbatoio a sequito di chiusura istantanea della valvola:
a) situazione a regime,

b) progressivo arresto della colonna liquida (colpo diretto),

c) propagazione verso monte della perturbazione di colpo diretto,
d) riflessione al serbatoio della perturbazione di colpo diretto,

e) propagazione verso valle della perturbazione di colpo diretto
riflessa dal serbatoio,

f) riflessione della perturbazione alla valvola di chiusura
(contraccolpo),

g) propagazione verso monte della perturbazione di contraccolpo,
h) riflessione al serbatoio della perturbazione di contraccolpo,

) propagazione verso valle della perturbazione di contraccolpo
riflessa dal serbatoio,

J) riflessione della perturbazione alla valvola di chiusura e inizio
del secondo ciclo della propagazione oscillatoria.
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Figura 3 — Colpo d’ariete per chiusura totale ed istantanea in una
condotta a gravita con perdite di carico non trascurabili.
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Figura2 - Propagazione, a monte ed a valle della sezione di manovra in una
condotta indefinitamente lunga e con perdite di carico trascurabili
(J = 0), della perturbazione generata da una completa chiusura,
quest’ultima effettuata secondo un andamento linearmente

decrescente della velocita V(t) da V =V,a V = 0.
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Figura 8 — Propagazione ed inviluppo, a monte della sezione di
manovra, della sovrappressione generata da una
completa chiusura di tipo “rapido”, cioé di durata
Tn <2 L/c, nel caso di cadente J trascurabile.

cTm/2
piezometrica massima
Ah*max = cVolg
7
cTm - Ah*max = -cVol/g
AN piezometrica minima

tratto in depressione
od in cavitazione
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Figura 9 — Andamento nel tempo, alla sezione di manovra, della

sovrappressione generata da una completa chiusura di
tipo “lento”, cioe di durata T, > 2 L/c, nel caso di
cadente J trascurabile.

Ap

Apfnax =pcVo

~~

Figura 10 — Inviluppo, a monte della sezione di manovra, della

sovrappressione generata da una completa chiusura di
tipo “lento”, cioe di durata T, > 2 L/c, nel caso di
cadente J trascurabile.
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Figura 4 — Esempio di valvola di regolazione posta nella sezione
terminale a valle di una condotta in pressione con
sbocco in atmosfera.
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Figura 6 — Schema di cassa d’aria per la protezione di una
condotta premente dai colpi d’ariete.
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Figura 5 — Schema di pozzo piezometrico interposto tra due condotte.
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Per un pozzo piezometrico interposto tra due condotte 1 e 2 (Figura 5), dette q.(f) e g-(f) le portate
rispettivamente nella sezione di valle della condotta 1 (di ascissa x; = L;) e nella sezione di monte
della condotta 2 (di ascissa x, = 0), detta p(f) la portata entrante od uscente dal pozzo (positiva se
entrante) e z(f) la quota del pelo libero in esso, la condizione al contorno di valle per la condotta 1
e di monte per la condotta 2 e espressa dal sistema:

- continuita nel nodo

p(f) = qu(f) - g2(f) = Ar- Vi(At) — Az V2(0,) (16)
- continuita nel pozzo (Z é l'area del pozzo, generalmente variabile con la quota 2)
@) EE=pt) (17)

- congruenza dei carichi piezometrici nel nodo, che, qualora la condotta di allacciamento del poz-
Z0 non presenti dissipazioni concentrate (pozzo senza strozzatura), si scrive

ha(Ly,t) = 2(f) (18)

h,(0,0) = z(f) , (19)
ovvero.

ha(La,8) = z(t) + B-p(®)-Ip(D)] (18]

h2(0,8) = z(f) + B-p()-|p(D)| 197

gualora invece alla base del pozzo sia presente una strozzatura che determini una perdita concen-
trata B-p(f)°, essendo il coefficiente B funzione dell’entita della strozzatura stessa e della sua confi-
gurazione geometrica.
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Figura 7 — Esempio di curve caratteristiche e di curve di ugual rendimento
di una pompa centrifuga al variare del numero di giri n.

+ AH e

/curva
/ d'impianto

- AH

Nel corso del transitorio conseguente ad una brusca interruzione (voluta o
accidentale) dell’alimentazione di energia, la pompa rallenta progressivamen-
te con un andamento che puo essere calcolato integrando I'equazione che
lega la variazione dell’energia cinetica delle masse rotanti del gruppo motore-
pompa alla potenza assorbita dalla corrente nell’istante generico:

_d @ _y@BH

dt 2 n : (22)
in cui:
I e il momento d’inerzia delle masse rotanti, pari a:
/:sz
40

essendo G il peso dei corpi in rotazione e D il diametro d’inerzia degli
stessi;

20th
w € la velocita angolare, pari a 60 essendo n il numero di giri al minuto;
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Figura 11 — Piezometriche di colpo d’ariete massime e minime in una
condotta a gravita originate da manovre di chiusura
completa (con variazione lineare della velocita), nel caso di
cadente J trascurabile. | tratti di condotta sovrastanti le
piezometriche minime sono in depressione o in cavitazione.
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Figura 12 — Piezometriche di colpo d’ariete massime e minime in una
condotta di sollevamento originate da manovre di chiusura
completa (con variazione lineare della velocita), nel caso di
cadente J trascurabile. | tratti di condotta sovrastanti le
piezometriche minime sono in depressione o in cavitazione.
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Figura 13 — Piezometriche di colpo d’ariete massime e minime in una
condotta a gravita originate da manovre di chiusura
completa (con variazione lineare della velocita), nel caso di
cadente J non trascurabile. | tratti di condotta sovrastanti le
piezometriche minime sono in depressione o in cavitazione.

Figura 14 — Piezometriche di colpo d’ariete massime e minime in una
condotta di sollevamento originate da manovre di chiusura
completa (con variazione lineare della velocita), nel caso di
cadente J non trascurabile. | tratti di condotta sovrastanti le
piezometriche minime sono in depressione o in cavitazione.

S
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Figura 16 — Piezometriche istantanee e piezometriche di colpo

d’ariete massima e minima in una condotta a gravita per
chiusura completa dell’'otturatore, con variazione lineare
della luce d’efflusso e parametri caratteristici p= 2, =0
e 8= 0.25. | tratti di condotta sovrastanti le piezometriche
minime sono in depressione o in cavitazione.
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Figura 17 — Piezometriche di colpo d’ariete massima e minima in
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una condotta a gravita per chiusura completa
dell’otturatore, con variazione lineare della luce
d’efflusso e parametri caratteristicip=2, c=0¢e 6= 1.
| tratti di condotta sovrastanti le piezometriche minime
sono in depressione o in cavitazione.
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Figura 18 — Piezometriche istantanee e piezometriche di colpo d’ariete
massima e minima in una condotta a gravita per chiusura
completa dell’otturatore, con variazione lineare della luce
d’efflusso e parametri caratteristici p=2, c= 0.6 e
6= 0.25. | tratti di condotta sovrastanti le piezometriche
minime sono in depressione o in cavitazione.

._A|<

oV _ Al

PTgY, " Y,
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Figura 19 — Piezometriche di colpo d’ariete massima e minima in
una condotta a gravita per chiusura completa
dell’'ofturatore, con variazione lineare della luce
d’efflusso e parametri caratteristici p=2, c= 0.6 €
6= 1. | tratti di condoftta sovrastanti le piezometriche
minime sono in depressione o in cavitazione.
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Figura 20 — Piezometriche di colpo d’ariete massima e minima in
una condotta a gravita per chiusura completa
dell’'ofturatore, con variazione lineare della luce
d’efflusso e parametri caratteristici p=2, c= 0.6 e
6= 1.5. | tratti di condotta sovrastanti le piezometriche
minime sono in depressione o in cavitazione.
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Figura 21 — Piezometriche di colpo d’ariete massima e minima in una
condotta a gravita per chiusura completa dell’otturatore,
con variazione lineare della luce d’efflusso e parametri
caratteristicip=2, 0=0.6 e 8= 2.75.
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Figura 22 — Piezometlriche istantanee e piezometriche di colpo
d’ariete massima e minima in una condotta di
sollevamento per arresto completo con variazione
Ipotizzata lineare della velocita e parametri
caratteristici p=2, 0=0.5e 8= 0.25. | tratti di
condotta sovrastanti le piezometriche minime sono in

depressione o in cavitazione.
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Figura 23 — Piezometriche di colpo d’ariete massima e minima in
una condotta di sollevamento per arresto completo con
variazione ipotizzata lineare della velocita e parametri
caratteristici p= 2, o= 2 e 8= 0.25. | tratti di condotta
sovrastanti le piezometriche minime sono in
depressione o in cavitazione.
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Figura 24 — Piezometriche di colpo d’ariete massima e minima in
una condotta di sollevamento per arresto completo con
variazione ipotizzata lineare della velocita e parametri
caratteristicip=2, 0=0.5¢e 8= 1.75.
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Figura 15 — Andamenti tipici della velocita media all’otturatore
durante manovre rispettivamente di apertura e di
chiusura.

Vo

apertura

chiusura
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Figura 25 — Andamenti del carico e della portata nella sezione

Portata (m?s) Grado di apertura dell'otturatore
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terminale di una condotta a gravita a forte perdita di

carico (p=4.057, c=0.9 e 8= 10) per tre diverse
leggi di manovra di chiusura.
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AH*max = cVo/g = 202.85m
1 AH*L = 2L Vo /gTm= 20.28 m
H carico (formula di Allievi- Michaud)
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Gruppo lucidi 06-05 : Moto vario in pressione.

— aggiornato alle ore 19:00 del 29 dic 2002 —
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